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非线性 H a m ilt o n 系统的周期解与其指标理论
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天津 3《x x〕7 1 )

[关键词】 H aJ l l ilot n
系统

,

M as ol
v
型指标理论

,
`。
指标理论

,

B O t l 型迭代公式
,

周期解
,

最小周

期
,

稳定性
,

不稳定区域
。

近年来我们在非线性 H~ h on 系统和辛几何方面开展了深人系统的研究工作
,

系统地推

广了由美国数学家 c
.

oC ln ey 和瑞士数学家 E
.

友h dn er 对高维非退化情形所定义的指标理论
,

完整定义了 M朋lvo 型指标理论
,

建立了其迭代理论
,

为一般 Ham il t on 系统的 M O

, 理论方法

研究奠定 了基础
,

在周期轨道的存在性
、

多重性
、

最小周期
、

稳定性等方面
,

获得了一系列

有重要意义的研究成果
。

197 8年
,

美国数学家 P
.

R a l〕 i

~
tz 利用变分方法证明 r Ham il ont 系统周期解的存在性

。

但此方法得到的周期解一般未必具有给定的最小周期
。

P
.

Rab i

~
tz

,

1978 年提出 了关于超

二次 Hiam lont 系统是否存在最小周期解的猜想
。

在我们的工作之前
,

关于此最小周期解猜想

的所有工作都对势函数附加了进一步的条件
。

这些
_

L作分为两类
:
大多作者要求势函数是凸

的
,

进而应用 M O

二 理论来研究这一问题 ; 也有个别作者要求势函数非常接近于单项式
,

进

而应用先验估计方法来研究这一问题
。

近来
,

我们对 R
“

上 的超二次二阶 H田 1 1i lotn 系统证明

了对任意给定的周期
: ,

该系统必有一个偶的非常值的
:
周期解

,

其最小周期不小于 洲 ( n

+ 1 )
。

这一定理是恰在 Rab i

~
st 猜想的原来条件下所获得的第一个结果

。

在证明中
,

我们

对非凸系统的 R al 〕i

~
tz 猜想首次应用 了 M o二 e

理论方法
,

为研究这一类问题提供了一个新

的途径
。

对具有双偶次二次位势的二阶 H~ h on 系统的最小周期解问题
,

我们也获得了有意

义的成果 l[,
,

,

6 :
。

对于一阶 Haln il to n
系统

,

因其 M o o e
指标总是无穷的

,

这对经典 Mo o e
理论的应用造成了

实质性的困难
。

自 19 84 年一 l燮灭 )年
,

关于此类系统的指标理论首先由 c
.

c on ley 和 E
.

巍h dn er

对空间维数不小于 4 且非退化的辛道路所定义
。

作者与 E
.

乙如, ld e r
合作

,

将这一指标理论推

广到了空间维数为 2 的非退化的情形
,

随后作者 又把这 一理论推广到 了退化 Haln ilt on 系统的

情形
。

最近
,

作者又进一步把这一理论推广到了任意辛道路并给出了此指标理论的公理化特

征
。

本文称这一指标理论为 M as lvo 型指标理论
。

它为非线性 Ham ilt on 系统

, =

HJ
`

( t
, 、 ) ( l )
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的每一个
:
周期解

x
配备了一对整数 ( i

:

( x)
, 。 :

( x) )
。

我们特别指出
,

这里关于相应 Han l i lot n

函数 H : R x
护

n

~ R 的要求仅为其沿该解的轨道为二阶连续可微且关于时间 。 为
:
周期的

,

而

不必要求是凸的
,

这就使得这一理论具有了广阔的应用领域
。

M as fo v 型指标可以被视为 M~
指标的一个有限表示

,

而使得 M o o e
理论在 H aln il otn 系统上的应用成为可能

。

为了进一步利用 Masl vo 型指标理论来研究非线性 Ham i lt o n
系统的周期解的各种性质和从

几何上区分不同的周期轨道
,

我们系统地研究了 M留 fo v 型指标理论的迭代性质
。

199 3 年
,

我们首先研究和建立 了 Haln i lont 系统的非退化周期解的 M as vlo 型指标的迭代公式
,

并给出了

退化周期解的 M as fo v 型指标的迭代估计式
。

然后
,

我们进一步研究和建立了退化周期解的

M邵 lvo 型指标的迭代公式
,

给出了相应迭代 M as lvo 型指标的渐近估计
。

最近
,

通过系统研究

辛矩阵的正规形式
,

辛群的奇异子集的拓扑性质
,

M as vlo 型指标理论的同伦不变性定理及其

逆定理
,

作者引进并建立了新的 。 指标理论
。

对复平面的单位圆周上的任意复数 。 ,

这一

指标理论为非线性 Hanr i l咖 系统 ( 1) 的每一个
:
周期解

二
配备了一对整数 i(

r , 。 ( x)
, 。 r , 。

( x) )
。

这一理论为 M as vlo 型指标迭代理论的研究奠定了基础
。

据此
,

作者证明了 M as fo v 型指

标理论的 oB tt 型迭代公式
:

i二 (
x 仍 ) 二

艺 i
r , 。

( x ) 。二 ( 、 爪 ) =

万
。 :

, 。
( 二 ) ( 2 )

俨到 俨习

利用 oB t t 型迭代公式
,

又定义了 H顽 lot
。
系统 ( l )的

r
周期解

劣
的平均指标礼(

二
)
。

据此
,

我们

进一步证明了任意辛道路的 M as vlo 型指标的迭代公式和迭代 M as vlo 型指标的最佳增长估计

式
m孔(

:
)
一 。 二 i二 (

二爪
) 二 m孔(

x
)
十 。 一 。 mT ( 工m

) v m = l
,

2
,

… ( 3 )

这里
,

( 2) 和 ( 3) 均对 Haln il otn 函数 H 无任何凸性要求
。

我们的方法与前人相当不同
。

我

们的这些成果推广了美国数学家 R
.

oB tt 与法国数学家 1
.

kE el an d 等人的关于闭测地线和凸

Haxn i lot
n
系统的工作

。

我们关于 M as fo v 型指标的迭代理论的成果为非线性 Ham ilt on 系统研究

中 M o o e
理论的进一步应用奠定了基础

,

特别为变分方法所获周期解的存在性
、

最小周期
、

多重性
、

稳定性等的研究提供了一个有力的工具 〔”
,

7
,

9〕
。

利用上面提到的 M as fo v 型指标的迭代理论
,

我们为估计非线性一阶 H翻 i lotn 系统的周期

解的最小周期引进了一个新的方法
,

即 M出fo v 型指标选代估计方法
。

利用这一方法
,

我们

在关于一阶 H al n ilotn 系统的具有给定最小周期的周期解的存在性的 R ab in
iow

t z 猜想的研究中

获得了新进展
。

我们特别证明了
:
若

劣
为 牙

”

上 的非线性自治 H aln ilotn 系统之一
r
周期解

,

其最小周期为
: / k

。

设其作为
:
周期解的 M as vlo 型指标 i

r

( x) ` n + 1
,

作为
: / k 周期解的

M as vlo 型指标 份
*
(
二 ) 七 n ,

则 k = 1
,

即
:
为其最小周期

。

这一成果推广了在凸性条件下

关于 Rab in o iw tz 最小周期解猜想的迄今国际上的所有成果
,

揭示 了凸系统的周期解的最小周

期与 M as fo v 型指标的内在联系
。

我们引进的这一方法最近已被用于非凸 HalZY ilotn 系统次调和

解的多重性的研究中〔5」
。

利用前面提到的迭代 M a8 1vo 型指标的估计式
,

对偶数维空间中给定的星型曲面
,

我们

证明了闭特征的平均指标是其几何不变量而与 H二 lotn 函数的选取无关
。

我们先后对凸曲面

和星型曲面证明了其上或存在无穷多个双曲闭特征
,

其最小周期趋于无穷
,

或存在至少一个

非双曲的闭特征
。

这是关于非凸超曲面上的闭特征的稳定性的第一个结果
,

它揭示了 M a8 1vo
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型指标及其迭代理论在变分解的稳定性研究中的重要作用110
,

川

不稳定线性 H a l刀 il t on 系统的同伦分类问题
一

与变分法中的最小解问题密切相关
,

是数学物

理学研究中的一个经典问题
。

利用 M as lo v 型指标和辛矩阵的双曲指标
,

我们引进了不稳定

线性 H a l l l i lolt l
系统的指标理论

。

利用双曲辛矩阵集的拓扑结构
,

我们证明了这一指标理论完

全刻划了不稳定线性 Han
l i lont 系统的同伦分类问题

,

并据此推广 了法国数学家 H
.

oP ine 沱 关

于变分法的最小解的一个定理
。

我们的这一结果纠正了此前国际上在该问题研究中的错误的

分类方法「”了
。

有理由相信
,

我们建立的 M朋 lvo 型指标的迭代理论会在非线性 h二 ill ot n
系统与辛几何的

研究中发挥更大 的作用
:

我们还构造 了 H~ h on 微分同胚群在 Hofe
r
度量下的由非 自治 H aln il ot n

系统生成的测地

线的第一个例子
。

近年来
,

我们在给定能量的多个闸轨道的存在性及环 面上的 服in s et in 猜

想等课题的研究中
,

也获得了新的有意义的成梁 扛2
·

“ ; 。
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